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Introducao

A Matemadtica surgiu pela necessidade de resolver problemas relacionados a contagem, a
medicdo de distancias, de dreas e volumes e de calcular proporcdes. Ela evoluiu porque muitos
problemas recaem em equacoes, o que forcou o desenvolvimento da Algebra e a evolucio da na-
tureza abstrata no raciocinio matematico. No passado, muitos problemas recorriam a raciocinios
matemdticos algébricos ou geométricos. Podemos afirmar que diversos problemas de cunho
matemdtico sdao questdes que buscam quantificar algo, porém a compreensdo da questao e a
solucao requerem o desenvolvimento de conceitos e de estruturas que fazem a Matemaética ter
vida propria como uma Ciéncia Pura. Essencialmente, a Matematica é uma linguagem desen-
volvida para abordarmos os problemas de quantificacdo. Como toda linguagem, a Matematica
tem a sua sintaxe, a sua ldgica e, portanto, sua vida prépria. Dessa forma, o denvolvimento da
Matematica agrega enorme valor ao conhecimento humano ao revelar nas suas estruturas muita
riqueza e muita efetividade na solucdo de problemas oriundos de diversas areas da Ciéncia e
da Tecnologia.

No cerne da Matemdtica encontra-se o dominio da estrutura lédgico dedutiva, a compreenséo
e a deducdo dos fendmenos matematicos; isso tudo feito a partir de premissas. E fundamental
para o desenvolvimento tedrico e das técnicas que tenhamos clareza e dominio absoluto sobre
os conceitos que alicercam a sustentacao dos raciocinios.

CONTAR

Nos primérdios dos tempos, a primeira necessidade matematica foi a necessidade de contarmos
como mostra o osso de Ishango na Figura 1. Inicialmente, contar era muito simples, basicamente
contar rebanhos, alimentos, pedras, paus. A contagem sempre era e é realizada comparando
com algum conjunto mais conhecido, por exemplo, com o conjunto de dedos de uma mao (5), ou
os dedos das duas mdos (10), ou com os dedos das maos mais os dedos dos pés (20). Diversos
sistemas numéricos surgiram no passado para contar. Muitos povos contavam até certa quantia
e a partir dela diziam que eram "muitos". Paterlini cita em [2] que indigenas das Ilhas Murray,
situadas entre a Australia e a Nova Giné, utilizavam os seguintes vocdbulos para contar:
netat — um,

neis — dois,

neis netat — trés,

neis neis — quatro.

Quantidades maiores eram designadas pelo vocabulo ras, que significa 'muito". Curiosamente,
no inglés temos as palavras twice para dizer duas vezes e a palavra thrice para designar trés
vézes; thrice também era usado no inglés arcaico para designar "varios". Essa evidéncia filoldgica
indica que povos antigos que viveram no Reino Unido talvez contassem apenas até trés, quantias
superiores eram chamadas de thrice.
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Para contar é necessario um sistema de numeracdo e de uma linguagem (representacao)
de tal forma que toda quantidade tenha uma representacdo e a representacao seja Unica. A
linguagem de um sistema de numeragao associa a cada quantidade um simbolo numérico.

Na Figuras 1 e 2 temos a imagem do osso de Ishango encontrado em 1950 pelo belga Jean de
Heinzelin de Braucourt enquanto explorava o que era entdo o Congo Belga. E uma ferramenta
de osso e possivelmente um dispositivo matematico que data da era do Paleolitico Superior. O
0sso curvo é marrom escuro, com cerca de 10 centimetros de comprimento.
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FiGure 1. Osso de Ishango FiGure 2. Osso de Ishango

A criacdo dos simbolos numéricos pressupdem a criacdo de vocdbulos para designar as
quantidades. A comunicac¢ao oral define os vocdbulos orais (sons) que evoluem para vocabulos
escritos (palavras) na escrita. Assim surgem os numerais. Numeral é um vocabulo utilizado para
determinar a quantidade, a ordem, a proporcao e outras situacdes como indicam as subclasses
a sequir.

- numeral cardinal: sdo os vocabulos associados aos nimeros que expressam as quantidades,
tais como um, dois, trés, quatro, cinco, seis, sete, oito, nove, dez, etc. Os numerais cardinais
indicam a quantidade precisa de algo sendo contado. Por exemplo: tenho quatro canetas, duas
borrachas e um caderno.

- Numerais ordinais sao aqueles que indicam a ordem ou a posicdo ocupada por um elemento
dentro de um conjunto, tais como primeiro, sequndo, terceiro, quarto, quinto, sexto, sétimo, oitavo,
nono, décimo, etc. Por exemplo: Ele é o quarto filho e o sétimo neto.

- Numerais fracionarios sao aqueles que expressam a fracao (proporcao) de uma quantidade
ou medida, tais como meio ou metade, terco, quarto, quinto, sexto, sétimo, oitavo, nono, décimo,
onze avos, e etc. Por exemplo: mais de trés quartos da populacdo ndo tomou a vacina por falta
de informagao.

- Numerais coletivos: s@o as palavras que designam a quantidade agrupada de elementos de
um conjunto. duzia(s), dezena(s), milheiro(s) ou milhar(es), centena(s), par(es), década(s) etc.
Por exemplo: comprei uma dizia de ovos, haviam centenas de pessoas na fila.

- Numerais multiplicativos sdao aqueles que indicam uma quantidade equivalente a uma mul-
tiplicacao, tais como duplo ou dobro, triplo, quadruplo, quintuplo, séxtuplo, sétuplo, octuplo,
nonuplo, décuplo, undécuplo, duodécuplo, céntuplo e etc. Por exemplo: O avo tem o quintuplo
da idade de seu neto mais novo.

- Numerais romanos sdo usados para marcar o século referente a uma data histdrica. Existem
7 simbolos que representam os niimeros romanos: | (1), V (5), X (10), L (50), C (100), D (500),
M (1000). Por exemplo: Pitdgoras viveu no século V a.C.
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O vocabulo numeral é usado para designar o nome. O vocdbulo nimero é usado para indicar
a idéia abstrata, por exemplo, deveriamos dizer "o nimero 3 que representa o numeral trés é
tmpar", mas dizemos que "o numero 3 é impar"' ou " 3 é (mpar".

Através da arte de contar chegamos aos nimeros que formam um conjunto mais complexo do
que nos revelam o uso cotidiano deles. A definicdo e a formalizacao de um sistema numérico
expdem situacdes que demandam conceitos e idéias muito além do ato de contar.

Nlmeros sdo simbolos, sdo frutos da inteligéncia humana, em suma, da sua capacidade
cognitiva. No entanto, eles ndo sdao meros simbolos, ndo sdo algo como os sinais de fumaca.
Os nlimeros sdo parte de uma linguagem que compde a Matemdtica, a qual é muito rica em
estruturas que nos ajudam a entender a Natureza. Serdo os numeros uma criacdo humana ou
fazem parte da natureza do nosso Universo?

Pitdgoras de Samos defendia que todas as coisas sao nimeros e o principio fundamental de
tudo seria a estrutura numérica, ou seja, o mundo surgiu quando precisou haver uma limitacao
para o dpeiron' e essa limitacdo eram formas numéricas sobre o espaco. Os pitagéricos faziam
um amalgama de concepgdes, como era comum na época. Desse modo, embora racionais e
matemadticos, os pitagoricos também baseavam suas doutrinas em concepgdes misticas.

MEDIR

Uma outra forma de chegar a questdes intrigantes relativas a nimeros é através do ato de medir.
Os gregos desenvolveram muito a Geometria. Isso devido a disputa entre filésofos e sofistas,

ja que os fildsofos defendiam a busca por verdades absolutas e encontraram na Matematica uma

fonte de verdades imutaveis.

As coisas s6
podem ser ou
vardadeiras ou
falsas.

O homem & a
medida de
todas as
coisas,

ﬁ'sofos sofistas

Ma busca de verdades Ma busca de varios
absolutas pontos de vista

FiGure 3. Fildsofos x Sofistas

Para Platdo, assim como para Sdcrates, os conceitos traziam em si uma esséncia. A postura
adotada pelos sofistas, na visdao dos fildsofos, representava uma falta de compromisso com a

Trealidade infinita, ilimitada, invisivel e indeterminada que é a esséncia de todas as formas do universo
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verdade, uma vez que a verdade era relativizada, podendo ser e ndo ser qualquer coisa. Neste
sentido, os filésofos compreendiam a justica, a coragem, o amor, como conceitos concretos e
imutaveis, com forma e esséncia. Essa visao de mundo influenciou o pensamento politico de
Platao. Para ele, o governante tem que passar por uma série de treinamentos (técnicos), como
ser iniclado na matemética e em suas derivagdes. Platdo objetiva que, com a contemplagdo do
que ha de imutdvel, como a Matematica, a mlsica e a astronomia, 0 governante passe a ser
capaz de acessar outros conceitos abstratos imutdveis, mas estes também de ordem moral, como
a justica.

Com o desenvolvimento da Geometria e as suas verdades imutaveis, os pitagdricos chegaram
a alguns fatos que ndo sabiam explicar. Para eles, todos os segmentos deveriam ser comparados
pela razdo do tamanho entre eles, o que sempre seria algo comensurdvel; hoje em dia significaria
que hd uma razao g entre seus comprimentos, p e q sendo numeros naturats.

No entanto, o Teorema de Pitdgoras, que era bem conhecido, implicava que o tamanho da
diagonal de um quadrado nao era comensuravel com o tamanho do lado. Se o lado do quadrado
mede ¢ e a sua diagonal mede d seque que d?> = 2¢2. Por exemplo, se ¢ = 1 temos que
d = v/2, 0 qual (hoje) sabemos que é um ntmero irracional. Outro problema que os gregos nao
consequiram resolver foi o da duplicacdo de um cubo usando régua e compasso.

Duplicagao do Cubo: O volume de um cubo C de lado medindo ¢ é V = ¢3. Construa com régua
e compasso um cubo C’ cujo volume é o dobro do volume de C.

Para duplicarmos o volume de um cubo C teriamos que construir um cubo C' com lado ¢ = v/2¢.
Fazer a construcdo usando apenas régua e compasso, sabemos (hoje), é impossivel porque v/2
é irracional. Outro problema classico que os gregos ndo conseguiram resolver, e tdo pouco
entender, foi o problema conhecido como o da quadratura do circulo.

Quadratura do Circulo: Seja C um circulo de raio R. Construa com régua e compasso um
quadrado de lado ¢ tal que a area do quadrado seja igual a area do circulo.

A &rea do quadrado é ¢2 e a area do circulo é 7R?, logo o lado do quadrado deve medir ¢ = R/7.
Como s é irracional, os gregos ndo conseguiram fazer a construcao, tdo pouco entender o motivo
da dificuldade. Os gregos nao entenderam o que eles denominavam por incomensurabilidade.
Os nGimeros irracionais nao se encaixavam na cosmovisao pitagorica. Essas questdoes ameacavam
destruir as bases da filosofia de Pitdgoras.

ALGEBRA
O caminho mais revelador para a compreensao dos nimeros foi o caminho da trilha para resolver
equacdes. Aqui nasceu a Algebra e a abstracdo matematica. Essa trilha comecou a evoluir a
partir do momento em que a representacdo simbédlica para os nimeros se tornou mais apropriada
e isso ocorreu com o uso dos algarismos hindu-arabicos para representar os nimeros no sistema
decimal.

Uma equagao do tipo 2x + 7 = 2 nao tem solugao no conjunto dos numeros naturais N, mas
tem no conjunto Q dos ntmeros racionais. Se p,p,q € Z, a solucdo da equacdo qx+p =p é

% € Q. Dessa forma, o conjunto Q é bom para resolver equagdes lineares com coeficientes

inteiros. No entanto, no problema da duplicacdo do cubo surge a equacdo x> —2 = 0, a qual
nao tem solucdo em Q porque v/2 ¢ Q.

2ver o Capitulo sobre Projetos.
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A necessidade de sabermos se determinada equacao tem solugdo, ou ndo, naturalmente gera
a necessidade de estabelecermos as propriedades algébricas dos conjuntos numéricos>.
Vejamos a sequinte equacao: sabemos que Ox = 0 para todo nimero x. Vamos considerar

uma equacao simples, por exemplo, seja a € R uma constante e considere a equacao
ax = 0. (0.1)

Podemos concluir que x=07 Quando a = 0 temos que x pode ser qualquer nimero, uma vez que
nada vezes nada deve ser nada. Certo? Porque?

Cabe indagarmos quais as solugdes da equacdo ax = 0. Se a = 0 ha varias solucdes. No
caso quando a # 0, seria muito bom que a solugao fosse apenas x = 0. Isso porque, por exemplo,
a equacado 3x = 7x teria como solucao x = 0, pois, nesse caso, temos 4x=0. O fato da Equacao
(0.1) ter solucdo tnica x=0 implica que uma equacao do tipo ax+b =c, onde a # 0, b e c sé@o
constantes, também tenha solucdo Unica; caso contrdrio sejam x; e x, duas solugdes distintas,
entao

axy+b=axx+b = axi—x)=0 = (x1—x2)=0 = x1 =xz.
Mas serd sempre verdade que ax = 0 implica que a = 0 ou x = 0? Para ter a devida monta
sobre a importancia da pergunta, vejamos a sequinte situacao constrangedora: assumiremos que
x = y e multiplicamos ambos os lados da igualdade por x, assim temos que x> = xy. Agora, ao
extrairmos em ambos os lados a quantia y> para obtermos
x> —y? = xy — y.
Segue que

(x+y)x —y) = ylx —y).
Ao simplificarmos, em ambos os lados, o termo (x — y) obtemos

X+y=y.

Por hipdtese, temos que x =y, logo 2y = y. Portanto,

2=1.
Onde esta o erro? Claro, tem que haver um erro!
Ha diversas falacias que podem ser construidas se ndo entendermos perfeitamente como
funcionam as operacdes, para isso precisamos ter total conhecimento sobre as suas propriedades.
Porque (—1).(—1) = 1?7 Ou, equivalentemente, porque a multiplicacdo de dois numeros neg-
ativos resulta num positivo. Nimeros negativos podem geram alguns desconfortos, por exemplo

6 =36 =V4.9 =+/(—4).(=9) = V—-4.V/-9 = (2i).(3i) = 6i* = —6.
Aqui usamos os niimeros complexos, onde i = v/—1.

Calcular 786 x 267345 a 'mao" pode ser demorado mas é factivel. O processo é similar ao
calculo 2 x 3. A multiplicacdo de nimeros racionais pode ser realizada usando um dbaco. Ja
a multiplicacdo .v/7 ndo é possivel com abaco; é possivel obter um resultado aproximado. O
mesmo ocorre com potenciacado, o calculo de 23 é simples, assim como é 7°. Simples significa
que o calculo pode ser realizado a "'mao’, embora demorado. J4, a situacdao se complica para

3As propriedades operatdrias.



vi  Differentiability in Banach Spaces, Differential Forms and Applications.

calcularmos 2V2. Porque? E se quisermos calcular (JT)‘/E? Quando escrevemos /2 ou 7 estamos
escrevendo simbolos que nao nos dizem o real valor desses niimeros, estamos tdo habituados
que respondemos com naturalidade que (v/2)% = 2, pois foi assim que definimos v/2. Qual sao
os valores numéricos de 7 e de /2?

A Casa da Moeda, responsavel pela emissao de notas de dinheiro, nunca emitiu uma nota
no valor de R$ v/—1, mas poderia. Por exemplo, uma vez que

4=\3/2+\/—121+\3/2—\/—121. (0.2)
poderia emitir duas notas uma de v/2 +v/—121 e a outra de v/2 —+/—121. Nao seria sen-

sacional? Pagariamos o onibus com essas notas. A Expressao (0.2) decorre da férmula de
Cardano aplicada para resolvermos a equacdo x> — 15x — 4 = 0. Observamos que os ndmeros
complexos da forma a+ib, a e b niimeros reais e i = \/—1, surgem quando resolvemos equacoes
polinomiats.

Seque da discussdo acima que é necessario entender o conceito de nimero e as suas
propriedades operatdrias conforme a teoria de equagdes demanda. Hoje usamos o sistema
numérico decimal baseado nos simbolos {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Os romanos usavam o0s sim-
bolos {I,V,X,L,C,D,M} para representar os nimeros e, claramente, os algarismos romanos
dificultam enormemente o cdlculo.

No entanto, vivemos na chamada era Digital. Computadores usam o sistema binario {0, 1}
para representar os nimeros. Um sistema digital é um conjunto de dispositivos de transmissao,
processamento ou armazenamento de sinais digitais que usam valores discretos (descontinuos).
A palavra digital tem origem no latim digitus (palavra latina para dedo), uma vez que os dedos
eram usados para contagem discreta. O seu uso é mais comum em computacdo e electronica,
sobretudo onde a informagao real é convertida na forma numérica bindria como no som digital
ou na fotografia digital. Os sistemas nao digitais, ou analégicos, usam um intervalo continuo de
valores para representarem informagao.

Sendo assim, compreender nlimero é uma tarefa fundamental na Matematica. Tarefa essa
menos necessaria, ou completamente desnecessdria, para quem os use nas outras areas do
conhecimento, pois basta saber operar com eles. Por exemplo, quem assiste televisdo, usa
computador ou usa celular ndo precisa saber de eletronica ou programacao, basta ter dominio
sobre os controles, mouses e teclados. Isso nao invalida que o sistema educacional aborde o
contelido sobre niimeros de forma abrangente e tedrica, visando resolver problemas e tornar o
estudante muito bem formado e muito bem informado.

Ntmeros estido na base da Aritmética, a qual esta na base da Algebra. As equagdes sdo o
néctar, as estruturas que surgem ao estuda-las é o mel.

Talvez uma das mais famosas e enigmaticas identidades na Matemdtica seja a Equacao de
Euler

e T = 1 (0.3)

A compreensao da misteriosa Equacao de Euler requer conhecimento e dominio sobre os nimeros,

juntamente com as suas propriedades operatérias. O mesmo deve ser dito sobre o calculo de
(7).
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CHAPTER 1

Sistemas Numéricos

A evolucao da representacdo numérica foi fundamental para a evolucdo do pensamento ab-
strato e para a evolucao da Algebra, por consequinte, para a evolucdo da Matematica. Segundo
os historiadores, foram os hindus e os &rabes que criaram e aprimoraram o sistema numérico
decimal que usamos nos dias de hoje, também conhecido como sistema hindu-ardbico. O sistema
numérico decimal é baseado nos algarismos decimais {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}; aos quais nos
referimos também como nimeros ou simbolos numéricos. Com apenas esses algarismos, 0s povos
hindu-arabicos desenvolveram um método capaz de representar qualquer quantidade. Devemos
muito a eles por terem aprimorado o sistema de algarismos numéricos. No passado, ha exemplos
de outros sistemas numéricos usados que, devido a complexidade para realizar operacoes arit-
méticas, deixaram de ser usados. As dificuldades para elaborar raciocinios abstratos criadas por
um sistema numérico de md qualidade gera inumeros obstaculos para resolvermos problemas
das mais diversas areas do conhecimento humano, por exemplo, contdbil. Na Babilonia eles
usavam o sistema sexagesimal de algarismos mostrados na Figura 1. No Império Romano os
niimeros eram escritos a partir dos algarismos (simbolos) {I,V, X, L, C,D, M}.
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FIGURE 1. Sistema sexagesimal babilonio

A representacdo dos niimeros adotada pelos romanos é muito mais inapropriada, ineficiente e
operacionalmente custosa para efetuar célculos se comparado com os algarismos hindu-arébicos.
O mesmo para, por exemplo, o sistema quipo criado pelos Incas baseado em contar cordas e nos.
Esses sistemas sdo infinitamente mais ineficientes do que o sistema numérico hindu-arabico,
portanto ndo abordaremos, mas vale a curiosidade histérica disponivel em [2]. Creio que os
sistemas romano, quechua, sumério e tantos outros, dificilmente obteriam a Equacdo de Euler
eV 141 =0.

Todos aprendem sobre numeros na Escola Fundamental. Aqueles com mais de 7 anos de
idade j& gozam de boa familiaridade com os niimeros e as suas operagdes. De uma forma ou
de outra, os numeros fazem parte do dia a dia de grande parte da populagao, seja para contar,
pagar, receber, medir, pesar e etc. Estar familiarizado nédo significa entender o que sdo os
numeros. Existem alguns conjuntos de nimeros de largo uso, sendo o mais conhecido o conjunto
dos niimeros naturais N, cujos elementos representados por algarismos decimais é

N={0,1,2,3,456,7,8910,11,12,13,14,15,16,17,...,n,...} (1.1)
1
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O conjunto N é muito util para contar, o pastor conta o rebanho, a catélico conta o terco, o
sargento conta o numero de soldados, os professores contam os alunos, o proprietdrio conta os
seus bens, o politico conta os seus correligionarios; todos contam!

Os nlimeros sdo mais complexos do que inicialmente eles nos parecem. Devido a importancia
dos numeros para o desenvolvimento do conhecimento, por conseguinte do desenvolvimento
tecnoldgico, concordo com a opinido em [2] que considera o sistema numérico que usamos como
uma das maiores invencoes da humanidade.

Tendo em vista que o leitor j& é familiarizado com os nimeros, vamos comecar nossa abor-
dagem usando esse conhecimento prévio. Aos poucos regrediremos para questdes mais funda-
mentais e até conceituais sobre os ntimeros. E importante que o leitor ao ler sobre as questdes
mais fundamentais esteja convencido da necessidade de termos uma abordagem tedrica tomando
os cuidados com o desenvolvimento lédgico para assequrarmos que as colunas que seguram o
prédio, ao qual chamaremos de sistema numérico, estejam bem firmes.

Os numeros sdo introduzidos visando ensinar os jovens a realizarem as operagdes de adicao,
subtracao, multiplicacao e divisdao. Ao ensinarmos os muito jovens, criancas com 5-6 anos de
idade, que certamente sabem contar presentes, balas e ovos de Pascoa, lhes impigem saber as
tabuadas. Alguns métodos mais modernos usam material didatico concreto para tornar a tabuada
mais natural e assim induzir o raciocinio embutido nos processos de multiplicacdo, dessa forma
evitando a mera memorizacdo. O método mais antigo era muito concreto, concreto demais, usava
o castigo.

Antes de escrevermos o que é um numero, vejamos sobre a necessidade de um sistema
numérico eficiente e consistente.

O Moises do Velho Testamento foi um pastor de ovelhas. Naquela época, século XII AC, um
rebanho deveria ter umas 40 ovelhas, assim, bastava uma sacola de pedras para conta-las. Para
os pastores antigos pouco importava o sistema numérico usado, provavelmente nunca pensaram
sobre isto, uma vez que suas necessidades numéricas eram pequenas. J& os membros do Exército
Romano eram obrigados a fazer contas mais complicadas. Por exemplo, uma Legido Romana era
a maior unidade militar contando com mais de trés mil homens, os legionarios. As Legides eram
comandadas por Tribunos Militares e subdivididas em Centurias, com cem homens chefiados
pelo centurido. Portanto, manter o controle sobre as armas e os soldos do soldados de uma
Legido requereria contagens com numeros bem maiores do que no caso do pastor de ovelhas.
Os centurides tinham uma vida numérica mais facil do que a de um Tribuno e mais dificil do
que a de um pastor. Outra atividade profissional que demanda muito cdlculo é a exercida pelo
Contador. Ele é o responsavel pela contabilidade de uma instituicao, cabe a ele fazer o fluxo
de caixa, ou seja, determinar os recursos que entram e as suas fontes, assim como direcionar os
recursos que saem para pagar saldrios, impostos, fornecedores, dividas e etc. O Contador tem
que efetuar muitos célculos, talvez com niimeros grandes se a empresa é grande ou se a moeda é
muito desvalorizada. Dessa forma, para o Contador é fundamental que a representacao numérica
seja consistente, precisa e facilite fazer todas as operagdes numéricas necessarias com precisao
e velocidade. Aqui deparamos com uma nova demanda, é necessdrio que hajam algoritmos
eficazes e velozes para resolver calculos numéricos. Para encerrar a lista de profissionais que
demandam sistemas numéricos eficientes, o Cientista esbarra em outro nivel de dificuldade. Por
exemplo, um Astrofisico com a missdo de estabelecer a drbita de um satélite, ou calcular a
Orbita e a energia de um asterdide, precisara saber determinar o valor do comprimento de uma
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circunferéncia com diametro d; comprimento esse que sabemos é dado pela férmula srd. Mas o
que é r? Como se calcula 7 Os povos antigos sabiam, de maneira empirica, que dada qualquer
circunferéncia C, ao dividirmos o valor L do comprimento de C pelo diametro medindo d o valor
obtido % é uma constante hoje' conhecida como . Em 1761, Johann Heinrich Lambert provou
que st é um numero irracional, logo, como veremos mais tarde, a sua representacao numérica
contém um nimero infinito de digitos decimais. Em 2019 foram? obtidos mais de 30 trilhdes
de digitos do nimero 7 pela cientista da 4rea de computacdo Emma Haruka Ilwao [4]. Foram
consumidos 121 dias e 170 terabytes de memoéria. A titulo de comparagao, 200 mil musicas
ocupam um espaco equivalente a 1 tera. Ilwao usou 25 mdquinas virtuais para obter mais de 30
trilhdes de digitos do m, a mais longa representacdo decimal até entdo. Estender a sequéncia
de digitos do s é muito dificil porque eles ndo sequem nenhum padrao. Certamente, algoritmos
poderosos (armazenamento de memodria e velocidade ) foram usados no trabalho de lwao. Para
o leitor ter a devida nogao sobre a evolucao lenta e gradual do valor de st temos a seguinte
passagem biblica

Livro do Reis, vii-23: O Mar de Fundicao.
"... fez também o mar de fundi¢do, redondo, de dez covados de uma borda até a
outra, de cinco de alto, e um fio de 30 covados era a medida de sua circunferéncia."
(Hirdo de Tiro, a servigo do Rei Saloméo)

Assim, na Biblia atribui-se a 7 o valor % = 3. Os construtores, carpinterios ou marcenteiros
certamente ndo se atreveriam a usar esse valor para fazer uma peca redonda. Portanto, o
cientista requer um conhecimento sobre nimeros bastante mais elaborado do que os exemplos
profissionais dados que, na sua totalidade, s6 fazem uso dos nimeros racionais. Embora a
matematica grega tenha desenvolvido muito a Geometria, eles ndo desenvolveram o conceito de
numero o suficiente para elucidar alguns dos "mistérios" que encontraram pelos caminhos.

Ficure 2. Descoberta de

TIntroduzido por William Jones em 1706, o uso da letra grega 7 foi popularizada por Euler por volta de 1737
Trabalho de Emma Haruka Iwao, funcionéria do Google no Japéo
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1. Sistema Decimal e Nimeros Naturais

A partir do conjunto de algarismos numéricos hindu-arabicos A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
temos que um nimero N na base decimal é definido como seque: sejam Z = {ap, ap_1, ..., ao |
a € A} e D = {dy,dy,...,dy | dj € A}. Associado aos conjuntos Z e D, denominados de
digitos, temos o nimero N

parte inteira parte decimal

—_——
N:apap_1...a1a0,d1d2...dn. (12)

N tem (p+n) digitos. Observe que N tem uma parte denominada inteira e outra denominada
decimal denotadas por Z(N) e D(N), respectivamente. Em quase toda a América do Sul, Europa
e em grande parte da Africa, a virgula é usada como um separador das partes inteira e decimal
de um niimero. Na América Central, nos Estados Unidos, no sudeste da Asia, e numa pequena
parte da Africa e Oceania, o ponto é usado no lugar da virgula.

Exemplos: 1,2; 0,9999; 3,14; 3,1416; 100,78; 73589,16.

O fato de usarmos dez digitos distintos para representarmos um nimero da ao sistema o
nome de sistema decimal. Por exemplo, o nimero 23 podemos escrever como 23 = 2.10 + 3,
o nimero 657 como 657 = 6.100 +5.10 + 7 e 9745 como 9745 = 9.1000 + 7.100 4 4.10 + 5.
Usando as poténcias de 10, isto é, 10000 = 10, 1000 = 103, 100 = 10%, 1 = 10" e etc, podemos
escrever o numero N na Equacao (1.1) na forma

N=a,10° +a, 1.10°"" +--- +a;.10" +ap.10° + d1.10" + - +d,.10™". (1.3)
Nesse caso, dizemos que a representacao decimal de N é
N =apap_1...a1a0,d1d2...dn. (14)

Exemplos:

() N=12=1.10" + 2.10°,

(i) N=12,1=1.10"+2.10°+ 1.107",

(it) N =17,2345=1.10"+7.10° + 2.107" +3.102 + 4.1073 + 5.107%,
(iv) N = 89001,09 = 8.10* + 9.10° + 0.10> + 0.10" +1.10° + 0.10~" + 9.10~2.

Definition 1.1. Um nidmero N é natural se D(N) = 0, ou seja, quando a representacao
decimal de N ¢é tal que os digitos decimais sao todos iguais a 0 (d; = 0)
N =a,.10° +a,-1.10° " + - + a;.10" + ag.10°
= apap_1 ...daqaop,

onde a; € A para todo 0 < i < p.

E necessério que a representacdo decimal de um niimero N seja tnica. Para demonstrarmos
que isso ocorre suponhamos que N tenha duas representacdes decimais distintas;

N = dpdp—1 .. .a1ao,d1d2 ce dn = bp/bpf_1 ce b1b0,e1e2 A

Logo,
N=a,.10° + - +a7.10" +ap.10° + d7. 107" + -+ + +d,.107",

= by 107 -+ b1.10" + bg.10° + 4107 + -+ + €,.107",
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E imediato que p'=p e n'=n. Seque que
(@ — by).10P + - - + (a1 — b1).10" + (@ag — bg).10° + (dy — e4).10"" + -+ + (d, —e,).10™" = 0..
Decorre que
(@g—b)=0 = a =b;paratodo 1 <i<m;
(dj—e)=0 = dy=e¢j paratodo 1 <j<n.
Portanto, a representacao decimal do nimero N é Unica.

Existe um motivo para justificarmos o uso do sistema decimal, esse motivo é o nimero de
dedos que temos nas duas maos. Os dez dedos que temos nas maos nos induzem a considerarmos
o agrupamento de quantidades em grupos de dez. Isto leva naturalmente a usarmos o sistema
decimal, como mostraremos a sequir.

Uma quantidade pode ser contada seguindo a idéia de agrupamento. Queremos agrupar
certa quantidade, representada pelo nimero N, em grupo de dez. Dessa forma, dividimos N por
dez para obtermos

N = g1 10 + ap,
sendo que 0 < ap < 10. Se g1 > 10 podemos repetir o processo e obter

q1:10.q2+a1 = N:q2102+a110+a0,
onde 0 < a; < 10. Novamente, se q; > 10 e repetimos o processo obtemos
q2:10.q3+a2 = N:q3103+a2102+a110+a0

onde 0 < a; < 10. Podemos continuar aplicando o processo sucessivamente até que 0 < q, < 9.
Quando essa condicao for satisfeita o processo parard e obteremos que

Gn1 = 10.qy + a1 = N =q,10"+a,410"" +--- 4+ a,10 + ay,

onde 0 < a; < 10 para todo 0 < i < n—1. Nesse passo o processo ndo podera continuar porque
g, sendo menor do que 10 nao nos permite dividi-lo por 10. Agora, tome a, = q,. Assim, cada
digitos a; é um algarismo decimal pertencente ao conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Portanto,
ao agruparmos a quantidade em grupos de dez obtemos a representacao decimal de N como na
Equacao (1.2), isto é,

N=a,10" +a, 110" +--- 4+ a;10 + ag |,

1.1. Abaco.

O 4baco® é um antigo instrumento de calculo. Atualmente, os modelos existentes fazem uso do
sistema decimal. Sequndo os historiadores, o primeiro dbaco deve ter surgido na Mesopotamia
hd mais de 5500 anos a.C. Diversas civilizagoes usaram alguma variacao do abaco, por exemplo
os babildnios, os egipcios, os gregos, os romanos, os chineses, os japoneses e os hindus. Para
que o abaco seja um instrumento de célculo eficiente e confidvel é necessdrio que haja um
sistema numérico bem definido e consistente para a elaboracdo dos calculos. No inicio dessa
secao introduzimos o sistema numérico decimal e mostramos que ele é bem definido, assim todo
numero admite uma Unica representacdo decimal. Mais tarde mostraremos como construir outros
sistemas numéricos e a possibilidade de construir dbacos adaptados a eles.

3do grego abakos que significa tdbua de calculos, ou soroban em japonés
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Para entendermos como funciona o dbaco fixaremos a sequinte nomenclatura:

® ap ¢ a casa das unidades (u);
® a; é a casa das dezenas (d);

, = mcdu
® a,é a casa das centenas (c);

e a3 ¢ a casa de milhares (m);

Dependendo da capacidade do dbaco mais casas decimais podem ser usadas. Os dbacos usados
nas escolas ou disponiveis no mercado tem apenas de quatro a cinco casas decimatis.

5 2 0 4 7

FIGURE 3. 52047 representado com argolas

A maioria dos modelos de dbacos tem diversas hastes onde se colocam argolas. Cada haste
corresponde a uma casa da representacao decimal, respeitando a ordem da representacao, isto
é, a casa mais a direita corresponde a casa da unidade, em sequida a casa da dezena, depois
a casa da centena, do milhar e etc. Em cada casa é permitido colocar no maximo nove argolas
podendo ndo colocar nenhuma. Por exemplo, o nimero 52047 é representado no abaco como
indica a Figura 3.

Exercicio: Resolva os seguintes itens:

(1) Use a representacao decimal dos nimeros 37 e 96 para efetuar as sequintes operagoes:
37496 e 37 x 96.

(2) Quantas argolas serdo necessarias para construir um abaco para representar niumeros
de 0 a 19987

(3) Usando um abaco, efetua a conta 1735+3451.

(4) Quantos sdo os numeros naturais de 1 a 1200 para os quais a soma dos digitos é 6.

(5) Queremos calcular o quadrado do nimero N = d5, onde d é a casa das dezenas de N
e 5 é o digito da unidade. Conclua que

N? = (d* 4 d).10% + 25.

Por exemplo, o quadrado de 65 é 3600+600+25=4225. Calcule (95)°.
(6) Mostre que o numero N = ajasazajag € divisivel por trés se e somente se a soma

as+asz+ay+ar+ap

é divisivel por trés. (dlca: use o bindmio de Newton (a+b)" =Y _; (})a"*b* )
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1.2. Quadrados Magicos.

Essa é uma atividade ludica bastante tradicional. A atividade consiste em preencher com os
numeros de 1 a 9 o quadrado na Figura 4 de forma que as somas de todas as linhas, colunas e
diagonais tenham o mesmo valor m conhecido como soma mdgica.

m m m

]
]
A
]
]
i
]
]
r——--f--- A - r---t m
1 I
] ]
I I
] ]
4 W

m

FIGURE 4. m é a soma mdgica

Solugao: O valor da soma de cada linha é chamado de soma magica, o qual denotaremos por
m. Vamos denotar por Q; o quadrado na linha i e na coluna j. Assim, temos 9 quadrados:

na primeira linha: Q41,Q12, Qq3;

na sequnda linha: Q21,0Q22,Q23;

na terceira linha: Q37,03 e Qss.

A cada quadrado Q; associamos um ndmero natural ng. De acordo com a regra, temos as
seqguintes relagoes:

N+ N+ N3 =m;
(1) = na+np+n3=m
N3 + N3+ N33 =m
Aqui podemos obter uma informacao bastante importante ao observarmos que
1+24+3+4+5+6+74+8+9=3m = m=15.
Logo,

N1 + N2 + n33 = 15;

2) = N2 + Ny + n3; = 15;
(2) 12 22 32 N3 + Ny + N3y = 15

N3 + no3 + n33 = 15.
Para preencher os quadrados estaremos procurando por particdes de 15 em trés valores distintos,

por exemplo (1,5,9). Sequem as sequintes observacoes:
(1) O niimero ny, faz parte de quatro particdes distintas de 15.

N1 + Nyt + n3p = 15;
e (3) {
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(2) Os ntimeros nyq, N3, N3; e n33 fazem parte, cada um, de trés particoes de 15.

(3) Os niimeros nyy, N2, N3 € n3; fazem parte, cada um, de apenas duas particoes de 15.
Dessa forma, teremos que estudar quais sao as particoes de 15 em 3 parcelas distintas. Vamos
analisar as possibilidades escrevendo os numeros na ordem

123456789

Sabendo que o numero ny, 6 UGnico a participar de 4 particoes vamos tentar obté-lo primeiro.
Mas observe que os nimeros circulados formam uma particdo de 15;

123(4)(5)(6)7809;
123)4(5)6(7)89;
1(2)34(5)67(8)9;
(1)234(3)678(9),

Claramente, podemos assumir que no quadrado temos n,, = 5. Vejamos as outras possiveis
particdes (quando uma particao ja tiver sido descrita marcamos com v').

Com o nGimero 1: % z i : ?(5 ; @2 " = 2 particdes

1(2)3(4)5678(9);

Com o nlimero 2: 1@34@679 (v') = 3 partigées
1(2)345(6)(7)809.
1;%@@;67@2 = 2 partigdes

1(2)3(4)56(7)89; (v)
12(3)(4)567(8)9; (/ = 3 particdes
123(4)(5)(6)789. (v

|
|
{ 123450)7(8)9 (v
|
|

Com o nUmero 3:

Com o numero 4:

1(2)345(6)(7)89; (v); = 3 partigdes
123(4)(5)(6)789. (v
1?54%@@%22 = 2 partigoes
(1)2345(6)7(8)9; (v)
1(2)34(5)67(8)9; (/ = 3 partigdes
12(3)(4)567(8)9. (v

234(5)678(9); (v)
ComonumeroQ{ 1 @5678@.(/) =

Com o nimero 6:

Com o nimero 7:

Com o numero 8:

2 particoes
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Concluimos da listagem acima que:

e Os ndimeros nqy, Ny3, N3y e n33 pertencem ao conjunto {2, 4, 8};

e Os nlimeros ny, Ny, No3 € N3, pertencem ao conjunto {1, 3,9}.
Agora, complete o quadrado magico abaixo.

5

TaBLE 1. Quadrado magico 3 x 3

Exercicio: Resolva os seguintes itens:

(1) Determine o nimero magico e construa um quadrado mdgico 3 x 3 com os numeros
3,6,9,12,15,18,21,24,27.

(2) Construa um quadrado magico 4 x 4.

(3) Quantos quadrados magicos 3 x 3 existem?

1.3. Adigao de Numeros Naturais.

Discutiremos o algoritmo da adigao assumindo que o leitor j& é familiarizado com os niimeros
naturats.

A necessidade de termos um algoritmo advém das operagdes com nimeros grandes que tenha
mais de trés ou quatro digitos. Vejamos os sequintes exemplos:

Na adicdo, a nomenclatura usada é a seguinte:

2 3 <« parcela
+ 5 6 <« parcela
7 9 « soma

A sequir apresentamos as operagdes de adicao A1 e A2;

OB

(A1) !
1

OROROD
9 7 8
4 5 7
4 3 b6

‘ | (A2)

ool O1 N
[ew] @ RN

1 1

Os ntimeros "1" dentro de um circulo sao chamados "vai um', eles ocorrem quando a soma da
casa for superior a 9. E facil explicar o "vai um" usando a representacao decimal.
e Na adicao A1 temos

(7107 +2.10" + 4) + (4.10* +5.10" + 6)
=(7 +4).10° + (2 +5).10" + (4 +6) = 11.10° + 7.10" + 10
(

10+(1).10 + (7 +(1)).10" + 0 = 1.10> + 1.10* + 8.10" + 0
=1180.
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e Na adicao A2 temos

(9.10° + 7.10% + 8.10" 4 6) 4 (4.10° +5.10% + 7.10" + 8)
=(9 +4).10° + (7 +5).10° + (8 + 7).10" + (6 + 8) = 13.10° + 12.10° + 15.10" + 14
=((1).10+3).10° + (1).10 + 2).10 + ((1).10 + 5).10" +(1).10 + 4
=1.10" + 3+ (1).10° + 2 +(1)).10> + (5 +(1)).10" + 10 + 4
=1.10" +4.10° +3.10° + 6.10" + 4.

Dessa forma, o algoritmo para a adicao de dois nimeros M e N é bastante simples, basta
somarmos os coeficientes das poténcias de dez como seque: sejam

M =a, 10" +a, 110" " +--- + a;10" + ag,
N =b,10" + b, 110"" 4+ --- + b10" + by.

A soma dos coeficientes da poténcia ¢ de 10 somados resulta
(ac10° + be10%) = (ag + be)10°

Como a,; e by sao digitos, temos que 0 < (ay + by) < 18, assim temos que as sequintes
possibilidades:

((@g+be)=r, 1<r<9,
(ii)(ag+bg)=110+r, 0<r<8
Portanto, se (a; + by) > 10 entdo "vai um®;

(a¢ +be)10° = ((1).10 + r).10° = 1.10%" + r.10".

Exercicios: Justifique nos itens abaixo porque o sistema usado para somar dois ntimeros fun-
ciona.

(1) 8914789

e 2 Je0=[1680
(2) 673+428
SRS F S A N RN
(3) 1563127829
156 3 1 156 40 15660 16460
278209 27820 7 27800 7 27000

(4) O método usado nos exemplos abaixo era conhecido como "versao longa', muito usada
na Europa no século XVI.
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(a) 891+789

8 9 1
7 809
70
17
5
6 8 0
(b) 673+428
6 7 3
4 2 8
T 1
9
0
70 1
(c) 15631+27829
156 3 1
278209
70
5
1 4
12
3
43460

(5) Na adicao de trés parcelas pode ocorrer o "vai dois", dé um exemplo :
(i) Verifique que na soma de duas parcelas sé ocorre o "vai um".
(b) Investigue o que pode ocorrer na soma de trés, quatro, cinco, seis,... parcelas.
(c) Um estudante estava adicionando algumas parcelas e aconteceu um 'vai doze". Em
que casa deve ser somado esse doze?

(6) Compare o método usual de realizar uma adigao com o método "versao longa" definido
no exercicio 4 acima e chegue a alguma conclusao do tipo:
(a) Qual é o método mais simples?
(b) O método da 'versdo longa" deveria ser apresentado aos estudantes? Justifique a
sua resposta.

1.4. Subtracao de Numeros Naturais.

Enquanto a adicdo esta relacionada a acrescentar quantidades,valores, extensdes a sub-
tracao esta relacionada a retirar quantidades, valores, extensdes e completar. Sendo assim, a
subtragao é um processo inverso ao da adicao para efeitos de quantificar uma quantidade sujeita
a acréscimos ou decréscimos.

Na operacdo de subtragdo se usa a seguinte nomenclatura:

7 2 4 <~ minuendo
— 4 5 6 « subtraendo
2 6 8 <« diferenca ou resto
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Nesta secao, chamamos a atencao de que ndo usaremos o conceito de numero negativo,
o que sera feito quando estudarmos os nimeros inteiros. A diferenca é ténue. Nesta secdo
sabemos o que fazer para obter o resultado de (7-2) mas nao sabemos o que é (2-7) porque nédo
€ um numero natural.
Observagao: Chamamos a atencdo para o seguinte exemplo: vamos calcular a subtragdo 81-56.
Usando a representacdo decimal temos que
81—56=28.10"+1-510"-6=(8—5).10" + (1 — 6).

como ndo sabemos o que é (1-6) vamos emprestar uma dezena, ou seja, vamos somar zero a
expressao

1-6=1+10-10-6=11-10-6=(11-6)-10.

Desta forma, temos que
81—56=2810"+1-510"-6=(8—5).10"' =10 + (11 — 6)

= [8-5—(1)]10" + (1)1 —6) = 2.10" + 5 = 25.
No caso, é a regra do 'empresta um" para a casa das unidades do minuendo e "toma o um de
volta" na casa das dezenas do subtraendo.

8 1 8 (I
- 56 - _— (1)+5 6
2 5

O algoritmo, ou método, para realizar a subtracao entre dois numeros inteiros sera desen-
volvido pelo estudante na forma nos exercicios a sequir.

Exercicios: Resolva os seguintes itens:

(1) Realize a subtracao 8329-3721 usando a representacao decimal dos numeros.

(2) Explique como realizar no dbaco a subtracdo 14983-4578.

(3) Método da subtracdo "apenas adicionando’. Observe como é obtido o resultado da
subtracao 724-456=268

456 + 4 = 460

460 + 40 = 500

500 + 200 = 700

700 + 20 = 720

720 + _ 4 = 724
268

Calcule 37831-27456 usando esse método.

(4) Se considerarmos um numero maximo, digamos 10000, podemos transformar a subtracao
numa operacao de adicdo. E o caso das maquinas de calcular que lidam com uma
quantidade finita de casas decimais, por conseguinte, com a limitagao de ter um nimero
maximo. Digamos que a maquina conta de 0000 a 9999. Nesse caso, as madquinas
consideram o complemento de um numero a € N definido por c(a) = 10000 — a, isto
é, o numero que falta para que, a partir de a, se obtenha o nimero maximo permitido
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na calculadora. O mecanismo da maquina sabe o complemento de qualquer ndmero.
Sendo assim, a subtracdo se reduz a adicdo composta com a complmentacao

a—b= c(b+c(a))

Verifique que a férmula acima esta correta.
(5) Explique a sequinte maneira de efetuar a subtracao 7296-1859:
(1) substitua cada digito do subtraendo pelo seu complemento relativo a nove

1859 — 8140
(2) some o valor obtido ao minuendo
7296 + 8140 = 15436

(3) extraia 10000 do valor encontrado em (2) e acrescente 1

15436 — 10000 + 1 = [5437]

Esse método pode ser sempre empregado? Justifique.

1.5. Multiplicacao de Numeros Naturais.
A multiplicagdo de nimeros naturais é uma operacgao decorrente da adicao; digamos que ela
simplifica o algoritmo da adicao. Temos as sequintes notacoes para indicar a multiplicacao

M x N =M.N.

A nomenclatura para executar o algoritmo da multiplicacao entre os nimeros M e N, tendo como
resultado M x N = P, é a sequinte:

N« multiplicando
x M <« multiplicador
P« produto

Vamos considerar dois nimeros com casas da centena, dezena e unidade.
574 =5.10% +7.10" + 4,
829 = 8.10° +2.10" +9.
A multiplicacdo é obtida multiplicando os termos e agrupando nas poténcias de 10.
829 x 574 = 829 x (5.10% +7.10" + 4)
= (829 x 5) x10% 4+ (829 x 7) x10 4+ 829 x 4.
N N ——

m3 m2 m1

A multiplicacdo foi reduzida as multiplicacoes m, m, e m3. De fato, precisamos saber multiplicar
numeros entre 1 e 9 com qualquer outro nimero. Continuando o exemplo, temos

my 14 x 829 =4 x (8.10°+2.10" +9) = (4 x 8).10° + (4 x 2).10" + (4 x 9)
= (4 x 8).10% + (4 x 2).10" + ((3).10" + 6) = (4 x 8).10% + (8 4 3).10" + 6
= (4% 8).10% + ((1).10" +1).10" + 6 = (4 x 8).10> +1.10' + 110" + 6
= (3.10" +2).10° +1.10* +1.10" + 6 = 3.10° + (2 + 1).10° + 1.10" + 6

=[3316]
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8 2 9
(m1) X 4
3 3 1 6

my:7 x 829 =7 x (8.10° + 2.10" + 9) = 56.10 + 14.10" + 63
= 56.10> +14.10" + ((6).10" + 3) = 56.10> + (14 + 6).10' + 3
= 56.10% +20.10" + 3 = 56.10> + (2).10% + 3
= (5.10" +6).10° + 2.10* + 3 = 5.10° + (6 + 2).10* + 3
=510 +8.102 +0.10" + 3 =
T

(m2)

WY ©

5 8 0

m3:5 x 829 =5 x (8.10% +2.10" +9) = 40.10> + 10.10" + 45
= 40.10% +10.10" + ((4).10" +5) = 40.10* + 10.10' + 4.10" + 3
= 40.10% +(1).10% + 4.10" +5 = (4).10).10> + 1.10> + 4.10" + 5

= 410> +1.10* + 4.10" + 5 == {4145

8 2 9
(ms3) X 5
4 1 4 5

Portanto,
829 x 574 = 4145.10% + 5803.10" + 3316

414500 + 58030 + 3316 =| 475846

equivalentemente, temos a soma

+

-~ 00 W
01O W
[O8)

5
4 1
4758 46

A operacao de multiplicacdo de niimeros naturais é simples.
Exercicio: Resolva os seguintes itens.

(1) Encontre todos os niimeros naturais m e n que satisfazem a equacao

nm=n-+m.
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o T9x29= 2291

PP
FIGURE 5. 79 x 29 = 2291 FIGURE 6. 59 x 45 = 2655

Método chinés de multiplicacao.

O chineses desenvolveram um método para multiplicar nimeros naturais usando varinhas
de bambu. Vamos apresentar o método através dos exemplos nas Figuras abaixo
Vamos detalhar o caso 79 x 29 = 2291. Representamos as casas decimais do niimero
79 com sete bambus vermelhos (dezenas) e nove verdes (unidades), e as casa decimais
do niimero 29 com dois bambus azuis (dezenas) e 9 amarelos (unidades). As intersecdes
das varinhas de bambu definem pontos que ao serem contados resultam nos seguintes
valores:

(1) (bambus amarelo) N (bambus verde): geram 9 x 9 = 81 pontos;

(2) (bambus amarelo) N (bambus vermelho): geram 7 x 9 = 63 pontos;

(3) (bambus azuis) N (bambus verdes): geram 2 x 9 = 18 pontos;

(4) (bambus azuis) N (bambus vermelhos): geram 2 x 7 = 14 pontos.

Em seguida o algoritmo prosseque assim:

(5) somando-se os pontos nos itens (2) e (3) obtemos 63+18=81 pontos ;

(6) de posse dos valores 81, obtido no item (1), 81, obtido em (5) e do valor 14, obtido
no item (4), o produto é obtido da sequinte maneira:

item (4) item (5) item (1)
~ N ~ N ~ N
14 81 81

—14 81 (81 B 14 81+8 1

—~14 89 1 — 14 (89 1 W
—>14+(8) 9 1 — [2291]

Usando bambus para resolver 59 x 45, como mostra a Figura 6, temos 5 bambus
vermelhos, 9 verdes, 4 azuis e 9 amarelos. Portanto 5x9 =45,5x5=25,9x4 = 36
e b x4 =20, ou seja,

20 36425 45 — 20 61 (45 °°
—»20 65 5— 20 (655 5 &
52046 5 5> 26 5 5 = [2655
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(3) Use o método chinés do item anterior para calcular 731 x 298.
(4) Use o método chinés para calcular 2468 x 97531.

1.6. Divisao de Nimeros Naturais.

A divisdo é relacionada aos atos de repartir e comparar. Ela é a operagdo inversa da
multiplicacdo, embora restrita aos nimeros naturais ela nem sempre seja exata. Por exemplo,
se quatro irmaos herdam dez cavalos nao é possivel dividi-los de maneira equanime porque nédo
é possivel agrupa-los em grupos com quatro cavalos, se tentarmos sobrarao dois; de fato, temos
que 10=4.2+2.

A divisao é a operacao mais dificil realizada com os niimeros naturais.

O exemplo dos herdeiros nos ensina que o primeiro passo é tentar agrupar a quantidade de
cavalos em grupos de quatro. Em geral, dada uma quantidade de n elementos que desejamos
separar em grupos com apenas t elementos procedemos como seque:

(1) comparar n com t.
(2) Se n < t o agrupamento é impossivel.
(3) Se n > t, observamos que o conjunto de nimeros naturais

C={nn—t,n—2t,n—3t,...,n—kt, ...}

é decrescente, portanto® existe um elemento r € C tal que r é o menor nimero do conjunto.
Quando r=0 dizemos que n é divisivel por t, se r > 0 dizemos que a divisao de n por t tem
quociente q e resto r, ou seja,

n=tq+r, onde0<r<t. (1.5)

Veja que ndo podemos ter r > t, caso isto ocorra podertamos dividir r em grupos de t objetos, o
que violaria o Principio da Boa Ordem 1.1.

Para descrevermos como funciona o algoritmo da divisao, lembramos que a divisdo de n por t
com quociente q e resto r descrita na Equacao (1.5) é representada, para efeitos da apresentacao
do algoritmo, na forma

nlt onde n é o dividendo, t é o divisor,
r

q q é o quociente e r é o resto

Exemplos: Apresentaremos o algoritmo através dos exemplos a sequir.

(1) 25 + 7 Comegamos observando que ao extrairmos 7 obtemos:
(M25-7=18>7,
(2)18—=7=11>7,
(3) 11 —7 =4 <7 = nao é possivel continuar extraindo 7.
Portanto, 25-3.7=25-21=4 e 25=7.3+4

517
1 3

2
2

-b

HVer o Principio da Boa Ordem 1.1
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(2) 253 =7,
Temos que 253 = 2.10%> +5.10" + 3 = 25.10" + 3 = (3.7 + 4).10" + 3, assim

253=3.710"+40+3=3.710"+43=3.7..10" + 6.7 + 1

= (310" +6).7+1 = .7+@

quociente resto

5 3 (7
25 3|7 25 37 1
21 3 5 2113 - —73 3 = 253=7.36+1
4 4 3 4 2
(3) 253 =17,

Temos que 253 = 2.10° +5.10" + 3 = 25.10" + 3, assim
253 =2510+3=(117+8).10+3=1710+80+3 =10.17+83 =10.17+4.17 + 15

— (10+4)17 + 15 = 17 +(15)
~— N~~~

quociente resto
25 3 |17
2 5 3|17 2 5 3|17 17 @
17 1 - 17 ] 3 — 8 3 = 253=1714+15
8 8 3 6 8
(4) 7891 + 234
7 8 9 1234
Uma vez 7=2.3+1, podemos colocar 2 no quociente, o que resultaria em
7 8 91 234
4 6 8
3 21
mas 2.234=468 e 789-468=321>234, ou seja, podemos colocar no quociente 3 em vez
de 2;
7 8 9 1234
7 0 2 3
8 7
Em sequida, abaixando o 1 obtemos 871, e
7 8 9 1234
702 | 3
8 7 1
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Se tentarmos colocar 4 no quociente observe que 4.234 = 936 > 871, ou seja, resultaria

em
7 8 9 1234
70 2 | 34
8 7 1
9 3 6
<0
um resto menor do que 0, o que nado é permitido. Entdo voltamos e, em vez de 4, usamos
0 3;
7 8 9 1234
7 0 2 | 33
8 7 1
7 0 2
16 9

Portanto, 7891=234.334+169. Usando a representacdo decimal, temos que
7891 = 789.10% 4+ 1 = (3.234 + 87).10° + 1 = (3.10%) x 234 + 871
= (3.10°%) x 234 + (3.234 + 169) = (3.10> + 3) x 234 + 169 = 33.234 + 169
(5) 18.724.571 = 6372

187 2 45 7 1]|6372

Vamos comecar a divisdo observando que 18724 = 2 x 6372 + 5980;

187 2 45 7 1]|6372
2

127 4 4
5980

A sequir temos que 5980@ = 6372 x 9 + 2457;

187 2 4 5 7 1]|6372

127 44 | 29
5980 (5
57 34 8
2 45 7
Seque de 2457(7) = 6372 x 3 + 5461
187245 7 1]6372
127 44 293
598 0 5
57 348
2 457 ()
1911 6
54 6 1



Seque de 5461(1) = 6372 x 8 + 3635
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1 16372
2938

1872457
127 44
5980 5
57 3 4 8
2 4577
19116 |
546 1 (1)
5097 6
363 5

Como 3635 < 6372 o processo para. Logo,
18.724.571 = 6372 x 2938 + 3635.

Exercicio: Obtenha o quociente e o resto da divisao 18.724.571 - 6372 usando a representacao

decimal do dividendo e do divisor.

19

O algoritmo da divisao é o mais elaborado dentre os algoritmos para operar com os nimeros
naturais, ele requer que todo passo seja checado para verificar se o resto é maior do que 0 e
menor do que o divisor. O processo se encerra quando o resto for menor do que o divisor.
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2. Sistema Decimal e Nimeros Reais

Agora que sabemos como representar qualquer quantidade como um ndmero no sistema
decimal, vejamos algumas situagdes que surgem ao considerarmos a representagao decimal na
Equacao (1.3).

Dizemos que um conjunto é finito se podemos contar o nimero de elementos dele e se o
valor obtido ¢ um ndmero limitado. Por exemplo, o conjunto de graos de areia da praia de
Copacabana tem um nimero finito de graos. O conjunto de estrelas na Via Lactea também tem
um nUmero finito de estrelas. Ambos os exemplos tem um nimero muito grande, mas ambos sao
finitos. Um conjunto que nao é finito dizemos que é infinito.

Um nGimero N é representado pela sua parte inteira Z(N) = {a,, ..., a1, a0} e pela sua parte
decimal D(N) = {d,,...,dy,do}. O conjunto Z(N) é sempre finito, caso contrario N seria um
um numero representando uma quantidade ilimitada, ou seja, tdo grande quanto desejassemos.
Por exemplo, considere a soma

s=10"4+10"+102+103 +--- + 10" + 10" + ... = "00” = infinito

O simbolo oo nao representa um numero, representa uma quantidade que cresce sem nunca
atingir um limite, é ilimitado. Nesse caso, dizemos que a soma diverge. Ou seja, o numero
s=...111...11 nao faz sentido algum.

Agora, considere o nimerou = 0,11111...11111 ... cuja parte decimal D = {1,1,1,...,1, ...

é "infinita". Podemos determinar o valor de u procedendo como seque:

u=01111...1111...,
M0u=1111...1111....

Subtraindo obtemos

Mu—u=1 = u=

6.
u é dado pela soma

1 1 1

1 1
UZW—FW—FW‘F”"F,IO—“J"F”'"FW—F...

Observamos que a soma acima é uma progressao geométrica de razdo 11—0 Podemos determinar
o valor da soma através do sequinte procedimento

1 1 1 1 1
U—E—I—W—}—W—f—"‘—f—m—m—f—'”—f—w—k...
Lo Ly L Uy e
10 102 103  10% 1010 1010~
Subtraindo as somas acima resulta em

1 1 1

1— ——IN=— N = —

A=7N=7 > N=3

Portanto, dizemos que a soma que define u converge para %. E do conhecimento do leitor que

% é¢ um numero racional. Isso significa que numeros com parte decimal infinita podem fazer

sentido. Surge uma questao bastante interessante;

}
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Questao 1.1. Quais sao os numeros com parte decimal infinita que fazem sentido? Isto é,
quando a soma dos termos que definem a parte decimal de N converge?

Na Matematica, sempre que estivermos frente a uma soma infinita, em geral, um processo
infinito, devemos tomar todos os cuidados para saber se a soma converge ou diverge.

2.1. Sequéncias I.

Ao discutirmos o caso de numeros com parte decimal ilimitada tocamos num assunto bastante
delicado, o "00". Para tratarmos dos casos que nos interessam precisaremos introduzir alguns
conceitos.

Definition 1.2. Uma sequéncia é um conjunto de nimeros S = {ag,a1,a2,...,an, ...}
definido por uma funcao que associa a cada numero natural n um ndmero a,.

n— a,.
Quando nos referirmos a uma sequéncia S muitas vezes mencionamos "a sequéncia {a,}"
um claro abuso de linguagem.

Associada a uma sequéncia temos a sequéncia {s,} definida pelas somas parciais
S, =ag+a;+ay—+---+a,

Dessa forma, obtemos uma outra sequéncia Sqoma = {S0, 51,52, -+, Sn, .- }-
Exemplo: No exemplo acima onde N =0,111...11... temos que a, = 7 e
L L
Sn = — _— —_— PP
10 102 103 107
Usando o mesmo expediente, temos que

Sy ]
> =70 102 T 103 107"
(DN B B R
10" = 102 " 103 T 100 100+

Logo, subtraindo as expressoes acima obtemos

1 11 1 1
LIS P L Y [
=30 =% " qo7 = ° 9( 10n)

1

Podemos analisar o comportamento do termo b, = ;57 na Tabela 2 abaixo para concluirmos

que quando o valor de n cresce b, tende a zero; Portanto, podemos afirmar que quando ntooco

n |1 2 3 4 5 6 7
b, 10,11{0,01]0,001]|0,0001 |0,00001 | 0000001 | 00000001
TABLE 2. n crescendo e b, decrescendo

1

temos que s, — g3, conforme obtivemos anteriormente.

Definition 1.3. Uma série é uma soma com infinitas parcelas. Dado uma sequéncia {a,}
definimos a série

Ss=a+a+a+---+a,+....
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A série s define uma sequéncia {sg,s1,52,...,53,...,Sn, ...} definida pelas somas parciais
S, =apg+aq+a+---+a,.

Séries é uma assunto per si em Matematica. Somar infinitas parcelas destroca a nossa
intuicdo com situagdes esquisitas, por exemplo, ao alterarmos a ordem das parcelas o resultado
da soma muda. Usaremos um conhecimento simples sobre séries.

Um numero representado no sistema numérico decimal por N = 0,dd,ds...d, ... requer
cuidados para ser descrito devido ao fato de que, de fato, ele é a soma infinita
d1 d, dy d,
= —+—+——+ - e 1.6
TR T E AT T (1.6)

Algumas observagdes sao importantes para que a série (1.6) faga sentido, isto é, seja limitada
e convergente.
(1) A série (1.6) é limitada.
Observamos que d, < 9 para todo n. Logo,

i d by (L ]
~10 102 108 107 =7 \10 " 102 T 103 107
1
<9 =1
-9
Logo, 0 < N < 1.

(il) a série (1.6) é convergente. De fato, essa afirmagao merece o status de Teorema.
Teorema 1.1. A série (1.6) é convergente.

Para demonstrarmos do Teorema acima precisariamos saber responder a sequinte pergunta:
se 0 < N < 1 e asequéncia das somas parciais {No, N1, Ny, ..., N,, ...} é mondtona crescente,
isto é, para todo n temos que N, < N,;1 < 1, entdo a série converge? A resposta é sim, nesse
caso a série converge; digamos que N, converge para ¢ < 1 e indicamos por

lim N, = c.
n—oQ

Observagao 1. A resposta dada a pergunta pode ser respondida intuitivamente. Para
demonstrad-la precisartamos nos aprofundar no estudo sobre os nlUmeros reais, os quais ja
sabemos usa-los para representarmos medidas diversas, para opera-los somando, subtraindo,
multiplicando e dividindo, mas ndo sabemos muito sobre eles, exceto que existem!

Para darmos continuidade e respondermos a Questao 1.1 vamos considerar duas possibili-
dades:
(1) o nimero N (1.6) é uma dizima periddica.
(2) O ntimero N (1.6) ndo é uma dizima periddica.

2.2. Dizimas Periddicas.
Os algarismos decimais de um nimero definem uma série que vimos ser c onvergente, quer-
emos saber para que valor ela converge. Ha duas situagdes para ser analisadas:
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(1) os algarismos decimais tem uma lei de formacao repetitiva. Exemplos:
0,111...111..., o algarismo 1 repete,
0,12121212...12 ..., os algarismos 12 se repetem,
0,123123123...123... os algarismos 123 se repetem,
0,ddy...d,...d1dy...d,...d4dy...d, ...

repete

Definition 1.4. Dizemos que um nimero N é uma dizima periddica quando a sua parte
decimal tem uma formacdo repetitiva a partir de uma determinada casa decimal, isto é,

0,C1C2...Cyd1d2...CI,,...C|1C|2...C|n...d1d2...dn.

repete

Nesse caso, escrevemos a representacao decimal de N na forma
0, C1Co. .. ng1d2 ce d,,.

Exemplo 1.1. Os sequintes niimeros sao dizimas periddicas:
» 85,04712 = 85,04712...12...12. ...
»+ 1,3851732189 = 1,3851732189...732189...732189....
» 34,76890321112 = 34,76890321112...890321112...890321112... ..
» 1000, 46987654321 = 1000, 46987654321 ...987654321...987654321 .. ..
Temos as sequintes nomenclaturas para as dizimas periddicas:
(i) O periodo de uma dizima periddica é formado pelos digitos que se repetem. Por exemplo, o
periodo de 1,142857 é 142857.
(it) O comprimento do periodo de uma dizima é o nimero de digitos que compoém o periodo.
Por exemplo, o comprimento do periodo de 1,142857 é 6.
(it) Os algarismos que aparecem na parte decimal sem participar do periodo é chamado de
anteperiodo. Por exemplo, o anteperiodo de 1,39142857 é 39 e o anteperiodo de 1,2223456 é
222.
Para investigarmos as dizimas periddicas vamos considerar os sequintes casos:
(i) N=1,5.
N=1,555...5...5...,
multiplique N por 10: T0.N =15,55...5...5...

Subtraindo obtemos

(10—1)N =14 = /\/:%

(i) N=1,35.
multiplique N por 10: N =13,555...5...5...,
multiplique N por 10% 10.N = 135,555...5...5. ..

Subtraindo obtemos

122
(100 10N =122 = N =~



24 Algebra e Aritmética
(ii) N =0,59.
N =0,5959...59...59. ..,
multiplique N por 10% 10°.N =59,59...59...59. ..

Subtraindo obtemos

59
10° = 1)N = N=>2
(10 ) 59 = 39

(vi) N =1,259.
multiplique N por 10: N =12,59...59...59...,
multiplique N por 10%: 10°.N = 1259,59...59...59. ..

Subtraindo obtemos

1247
3— = = —
(10° —10)N =1247 = N= o

(vii) N = 1,2345678.
multiplique N por 10*: 10*.N = 12345,678...678...678...,
multiplique N por 10*3: 10’.N = 12345678,678...678...678 ...

Subtraindo obtemos

12
(107 = 10N = 12333333 = N = 333333

19990000
(viii) N = 85,04712.
multiplique N por 10%: 10°.N = 85047, 12,
multiplique N por 10°™: 10°.N = 8504712,12

Subtraindo obtemos

41
(10° —10*)N = 8419665 = N = 8419665

99900
Com todos os exemplos acima podemos demonstrar a sequinte afirmacao.

Proposicao 1.1. Qualquer dizima periédica N pode ser escrita na forma N = ’5’ ondep eq
sdo numeros naturais.

Proor. Considere a dizima periédica N = a,
N =ay...ajap,bq...b,c7. . ¢/
Ao multiplicarmos N por 10" obtemos
10".N = ay ... a1a0b1 ... byycr - Ce
Multiplicando novamente por 10"*¢ seque que
10" N = a,,...a1apb1...b,cq . .. Co()C1 - - - Ce

Portanto,
ay...aqagb1...bycy...cp —ay...a1a0b1 ... b,

N = ’|On+€_’|0n
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Definap = a,...aab1...bycq...cp—an...ara0b1 ... b, e g = 10"*—10"; ambos sdo nlimeros

inteiros. Logo, N = g O

Agora, vamos invetigar como é a representacao decimal de um niimero definido pelo quociente
N = % Inicialmente, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.2. Observe que o nos exemplos a seguir o processo se repete.

seP=2p = N=p.

1
SeP:2p+1:>N=p+§=p+?10=p+10=p+0,5
2 N=1
110401 (3341) 1 1\ 1 3 11 11
N=3=73"9%" 3 ﬁ_(3+§)‘ﬁ_10+3'10_0'3+310
3 3 11y 1 3 3 11 11
_ﬁ+(ﬁ+§ﬁ)ﬁ E+1—2+§.W—0,3+0,03+§ﬁ
33 1 11\ 1 3 3 3 11 11
‘ﬁ+1_2+(ﬁ+§‘ﬁ)‘1_02_E+W+1_3+§‘1_3‘0'333+§E
—i+i+i+ l+1l L—i+i+i+i+lL—03333+ll
~10 102 7100 " \10 73710/ 103 T 10 T 102 T 103 T 100 " 37707 3710
3,3 ,3,3 (1, 11y 1 3 3 3 3 3 11
10102 7100 T10° T \10 "3710) 107 T 10 102 T 103 " 107 T 105 ' 37105
11
=0,33333 + | 57

11—0, destacado na caixa, se repete em todos os passos no

W=

Observamos que o termo
processo. Logo, % =0,3.
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(3) N =2

3:1+Q7>:1+ 211—0:14— 1+@ 11—0=1+11_0+;11_0

=114+ 2+@ 11—3 1,14+%+67—011W 1,142+$11W

=1.142+ 8+@ 11—4—1,142+1g4 47—01%—1,1428+(5+@ %
=1r1428+%+570%=1,14285+ 7+@ 11—6=1,14285+%+;1%
:1,142857+;1%:1,142857+ Q 11@

10

Observamos que o termo -

Logo

se repete, entdo todo o processo se repete indfinidamente.

8 -
= =1,142857
7

Esse exemplo reflete um padrao existente nos calculos acima. Os nimeros circulados
sao os restos obtidos ao dividirmos por 7. Acontece que os restos da divisao por 7
sao 0,1,2,3,45 ou 6. No exemplo, os restos obtidos sdo 1,3,2,6,4 e 5, em seqguida o
resto volta a ser 1. Assim, fica claro que o padrao surge do fato de que o conjunto dos
numeros obtidos como resto pela divisao por 7 é finito.

Proposicao 1.2. A representag¢do decimal de uma fragdo % é uma dizima periddica.

Decorre das Proposicoes 1.1 e 1.2 o seguinte Teorema, cuja demonstragao incluimos como
um projeto. Antes de demonstra-lo, é fundamental fazer os exercicios a sequir.

Teorema 1.2. Um ndmero N pode ser representado por uma fragéo E onde p e q sGo numeros
naturais se e somente se a sua representa¢do decimal for uma dizima periddica.

Exercicio 1.1. Resolva os sequintes itens:

(1) Seja p um nimero natural menor do que 9. Mostre que § =0, pppp--- = 0,p.

(2) Generalize o item anterior mostrando que o comprimento do periodo de qualquer niimero
dividido por 9 é sempre igual a 1.

(3) Preencha a Tabela 3 com o comprimento da dizima obtida na divisao %, onde 1 < p,g <
9.

2.3. Numeros Inteiros.
Pelo que expémos anteriormente, o sistema decimal foi construido a partir dos algarismos
decimais 0,1,2,3,4,5,6,7,8 e 9 com o intuito de representar quantidades, mas a necessidade nos
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—

©
—_—
No
w
N
o1
(@)
N

819

O| O N| O O | W N =

TABLE 3. comprimento das dizimas

leva a patamares mais alto na escala abstrata. A vida pratica muitas vézes nos coloca frente
a problemas que requerem o uso de equacgdes para chegarmos a uma solugdo. Por exemplo, se
uma pessoa gasta quatro mil durante um més e o seu salario é de trés mil, de quanto ela precisa
para ndo terminar o més devendo? Considerando x a quantidade que ela precisa, entdo

x+4=3= x=".

Se uma pessoa recebe x de salario e tem que pagar 10, para néo ficar devendo nada ela deve
resolver a equacdo x + 10 = 0. Chamamos a atengao ara a presenca do zero na equacao,
lembrando que o zero® surge como uma necessidade algébrica j4 que para efeitos de contar ele
é desnecesstfio.

A introducao dos numeros "negativos" torna-se necessaria quando tratamos com equagoes.
Como dissemos anteriormente, a subtracao é relacionada a retirada de quantidades, de valores,
de extensdes ou também para completar, portanto, os nimeros negativos surgem naturalmente
no contexto algébrico.

Definition 1.5. O conjunto dos niimeros inteiros é
Z={..,—n,...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...,n,... } (1.7
onde n + (—n) = 0.

Na préxima secao discutiremos a construcdo dos nimeros a partir dos numeros Naturais
dentro de um contexto mais formal, aqui estamos introduzindo usando a nossa experiéncia de
vida. Salientamos o fato de que os niimeros surgiram da necessidade de contar e evoluiram pela
necessidade de resolver equacoes. E da necessidade de resolver equacdes para obter solucoes
para problemas que surge a Algebra. Por exemplo;

Problema: Um sitio tem apenas porcos e galinhas totalizando 30 animais, os quais juntos somam
84 pés. Determine o nlimero de porcos e galinhas existentes no sitio.

Solugao: Considere que o niimero de porcos seja x e o niimero de galinhas seja y. Assuma que
todos os animais sdo saudaveis. Como um porco tem quatro pés e uma galinha tem dois pés,

Scitar livro The Nothing That Is: A Natural History of Zero
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temos as sequintes equacoes

x+y=30, = y=30—x
4x + 2y = 84,
= X+2B80—-x)=4x—2x+30=84 = 2x+30=84=x=12

Logo, existem 12 porcos e 18 galinhas.

Claro, existem diversos problemas, de diversas areas do conhecimento humano, que requerem
resolver equacoes para se obter a uma solucdo, os exemplos dados sdo extremamente simples.
Conclusao: os nimeros inteiros surgem ada necessidade algébrica para resolvermos equacoes
do tipo ax + by = ¢, onde a, b e ¢ sdo numeros inteiros fixos e x e y sao varidveis.

2.4. Numeros Racionais.

Como dissemos, a divisdo é relacionada aos atos de repartir e comparar. Por exemplo, uma
heranca de valor P quando repartida entre Q herdeiros resulta em g para cada herdeiro. Um
quarto de uma peca pesando P kg corresponde a um pedago pesando % kg. Também ocorre
muito comparar distancias, por exemplo, dizer que a distancia dag de A até B é trés quartos da

distancia dgc de B até C, isto é, dag = %dBC. Assim, temos o conjunto das fragoes

]—":{E|pequ}

O conjunto F éxatamente o conjunto dos numeros cuja representacdo decimal é uma dizima
periddica. Tendo o conjunto Z dos niimeros inteiros disponivel, vamos definir o conjunto Q dos
numeros racionats.

Definition 1.6. O conjunto Q dos niimeros racionais é
@:{g|pquZ}. (1.8)

O conjunto @Q surgiu naturalmente ao estudarmos as dizimas periddicas. Do ponto de vista
algébrico ele é mais Gtil do que o conjunto Z, como mostram os exemplos a sequir;
(1) a solucdo da equacao 17x +39 =132 é x = % e Q.
(2) a solucdo da equacao 25x + 673 =3 é x = —%.

Matis a diante voltaremos a discutir os conjuntos Z e Q sob a luz de uma estrutura algébrica

mais rica.

2.5. Numeros Reais I.
Recapitulando, ao analisarmos os digitos da uma representacao decimal de um niimero N
chegamos as seguintes conclusdes:
(i) a parte decimal D(N) é nula se e somente se N € Z.
(il) a parte decimal representa uma dizima periddica se e somente se N € Q.
Vejamos o sequinte exemplo:

2 3 n
r=0,1 01 001 00010000100000100000010000001...00...01...

Claramente, o nimero r acima ndo é um nimero inteiro e nem Uma dizima periddica, logo nédo
é um numero racional.
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Fica a seguinte pergunta "'no ar": e se a parte decimal ndo for nula e também nao for uma
dizima periddica o que é N? Lembramos que a representacao decimal (1.6) converge seqgundo o
Teorema 1.1. Esses numeros que nao sao dizima periddica chamamos de numeros irracionais.
O conjunto dos niimeros irracionais indicamos por L

Definition 1.7. O conjunto R dos nimeros reais é definido por R =QU L.
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O RESTANTE AINDA ESTA INCOMPLETO , PARA AQUI
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3. Numeros Naturais: Construcao e Propriedades

3.1. 02 Adigao de numeros.

A adicao é relativamente simples de aprender, assim como a subtracdo, tendo em vista que
sdo bastante intuitivas e corriqueiras. A multiplicacdo também é simples de ser entendida, no
entanto, a abordagem muitas vezes ignora no inicio o raciocinio que nos leva a multiplicar em
detrimento de fazer os alunos decorarem as tabuadas. Memorisar as tabuadas torna-se um
status.

E muito simples ensinar uma crianca de 6 anos a somar niimeros menores do que 5 usando
ambas as maos, é simples ensinar a soma de nimeros menores do que 20 usando ambas as méos.
As dificuldades surgem rapidamente quando queremos adicionar niimeros maiores, dificuldade
essa inerente na Matematica. Para resolver esse problema desenvolvemos os algoritmos. Uma
receita de bolo é um algoritmo de ser aplicado para fazer um bolo caseiro, em geral simples
e muitas vezes desprezado pelos experientes. No entanto, se alguém for fazer dez mil bolos
a receita torna-se indispensavel. Vejam, os ingrediente sdao os mesmo, o problema sao as
quantidades de cada item da receita. Operacdo com niimeros é a mesma coisa, somar nimeros
pequenos é facil, basta usar as maos, j@ somar numeros grandes complica e necessitamos de um
algoritmos.

Para desenvolvermos um algoritmo para cada uma das operagdes de adicao, subtracao, mul-
tiplicagao e divisao precisamos descrever o que é um numero.

definir numero
comentar que o conceitos era elaborado mais tarde
abaco, metodo chines, russo ....

4. Numeros Naturais N

O que é contar? Qual o processo mental de percepcao, de meméria, de juizo e de raciocinio
que fazemos ao contar quantas cadeiras estdo em volta de uma mesa? O processo de contagem
é, certamente, o algoritmo mais antigo na Matemdtica. Alguns animais tem capacidade limitada
de contar, uma galinha dizem que conta até 5. Na Figura ?? mostra a evolugdo temporal
dos algarismos numéricos hindu-arabicos. Usando os algarismos numéricos hindu-ardbicos, o
conjunto dos nimeros naturais €, hoje em dia, representado por

N={0,1,2,3,456,7,8,910,11,12,13,14,15,16,17,...,n,...} (1.9)

A construcao do conjunto N é consequéncia do processo de contagem, um processo histérico da
evolucdo cognitiva da raca humana. Levou muito tempo para chegarmos a representacao dos
numeros naturais na Equacdo ?7; ndo foi um processo simples. Assim como ndo foi imediata a
criacao de celulares ou a iluminagdo das casas e das cidades.

Dar nomes as quantidades precede o processo de associar a cada uma um simbolo (numérico).
Os numerais cardinais sdo as palavras usadas para designarmos cada uma das quantidades, por
exemplo: um, dois, trés, quatro, cinco, seis, sete, oito, nove e etc. A palavra um é usada como
um pronome indefinido, ou numeral, ou artigo indefinido ou adjetivo. H& situacdées em usamos
o substantivo unidade em vez de um. Assim, 1 também representa a unidade.que Temos os
numerais ordindrios: primeiro, sequndo, terceiro e etc; os numerais fraciondrios: meio, terco,
quarto, quinto e etc; os multiplicativos: dobro, triplo, quadruplo e etc. A cada numeral cardinal
associamos os simbolos indicados abaixo;
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(um) = 1, (dois) — 2, (trés) — 3,
(quatro) — 4, (cinco) — 5, (seis) — 6,
(sete) — 7, (oito) — 8, (nove) — 9

A partir do nove é necessdrio uma notacao simbdlica para representarmos as quantidades
maiores. Associamos ao numeral cardinal dez o simbolo 10. De fato, a idéia é dispormos
em linhas conforme indica a tabela abaixo;

linha0O: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
linha 1: 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
linha 2: 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

Ao atingirmos 99 elementos na contagem o proximo a ser representado € o centésimo. As-
sociamos ao centésimo o simbolo 100, como indica a tabela abaixo;

linha 8: 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89
linha 9: 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99
linha 10: 100 101 102 103 104 105 106 107 108 109

linha 99: 990 991 992 993 994 995 996 997 998 999
linha 100: 1000 1001 1002 1003 1004 1005 1006 1007 1008 1009

Ao atribuirmos a ordem na linha e na coluna estabelecemos um padrdo a ser sequido;

(1) na linha 0 estao os algarismos numéricos hindu-arabicos.

(2) nas linha 1 a linha 9 os algarismos numéricos hindu-ardbicos estdao multiplicados por 10.
(3) nas linhas 10 a linha 99 os algarismos numéricos hindu-ardbicos multiplicados por 10> = 100.
(4) na linha 100 os algarismos numéricos hindu-ardbicos multiplicados por 103 = 1000.

Dessa maneira, temos uma forma de atribuirmos a determinada quantidade um simbolo baseado
nos algarismos numéricos hindu-ardbicos. Essa maneira de construir os nimeros é conhecida
por Sistema Decimal, e que trataremos em sequida nesse Capitulo.

A divulgacdo do sistema hindu-arabico na Europa, segundo os historiadores, foi realizado
por Leonardo Fibonacci através do seu livro Liber Abaci publicado em 1202. Fibonacci era
filho de um comerciante, por isso esteve muitas vezes em contato com o mundo mugulmano
onde aprendeu e percebeu as vantagens do sistema por eles usado. Ele divulgou na lItalia
renascentista o que aprendeu sobre matematica no mundo Arabe. N&o vamos trabalhar sobre o
conteudo histérico, mas recomendamos como um projeto.

H4 uma discussao irrelevante para os nosso propositos sobre se o zero faz parte do conjunto
N ou ndo. Nesse texto, consideraremos o zero como um elemento em N, as vezes é conveniente
extrair o zero e considerar o conjunto N* = {1,2,3....,n,...} = N\ {0}.

Sobre o conjunto N dos niimeros naturais temos as operagoes de adigcao (soma) e multipli-
cacao. Para defini-las observamos que a quantidade representada pelo nimero N € N pode ser
representada pela adicdo de N unidades 1, isto é,
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N vezes

N=T+1+1+-+1

A soma de dos nimeros naturais n e m define-se assim:

m unidades
m=1+1+14+---4+1 m-+n vezes
- = m+n=14+14+1+4+---+1
n unidades

Nn=T+1+14--+1

A multiplicacdo mn é definida como seque:

m vezes

mn=n+n+n+---+n

A operacdes de adicdo e multiplicacdo gozam das sequintes propriedades operatérias®.
Propriedades da adigao: + : N x N — N, (m,n) - m + n.
(i) associatividade: (n+m)+p=n-+(m+p);
(ii) elemento neutro: n+0=0+n=n ;
(iit) comutatividade: n+m=m+n.
Observagao: A propriedade (ii) da adicdo justifica considerarmos 0 € N. Seque que

n0=0+0+0+---+0=0.

Propriedades da multiplicdo - : N x N — N, (m,n) - m-n = mn.
(i) associatividade: (nm)p=n(mp);

(it) elemento neutro: n1=1Tn=n

(iil) comutatividade: nm=mn
(
(v

iv) distributividade: n(m + p) = nm + np.
) nm = 0 se e somente se n =0 ou m =0.

Assim, a tripla (N, +, -) define uma estrutura algébrica munida com as propriedades enunci-
adas acima. Entre as propriedades da multiplicacdo, incluimos o item (v) para garantirmos que
se nm=0 entao n=0 ou m=0. Embora esse fato seja intuitivo, ndo temos como prova-lo a partir
das propriedades enunciadas. A estrutura algébrica (N, +, ) é muito restrita para resolvermos
equacdes, por exemplo, do tipo 2x + 3 = 4. Do ponto de vista da Algebra, (N, +,-) é uma
estrutura muito precéria. Essa observacao é importante, pois é a busca por conjuntos numéricos
onde as equacoes admitem solucao que nos levam a generalizar e estudar diversas estruturas
algébricas.

A utilidade do conjunto N esta na sua aplicabilidade para os processos de contagem. A
seguir, vamos definir o que é contar ou, equivalentemente, determinar a cardinalidade de um
conjunto. Para cada n € N, considere o conjunto

n)=1{1,2,3,4,56,...,n}

Definition 1.8. A cardinalidade de um conjunto é o nimero de elementos contidos no con-
junto. Um conjunto X tem cardinalidade n quando ha uma bijecao X < N(n) para algum n € N.

bEssas propriedades sdo assumidas serem verdadeiras.
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Estabelecida a bijecao dizemos que X tem n elementos. Nesse caso, dizemos que X é um
conjunto finito; caso contrario infinito.

Observe que na definicdo acima definimos o que é um conjunto ter um nimero infinito de
elementos ou, equivalentemente, cardinalidade infinita. Esse é um conceito que exploraremos
mais tarde, pois o conceito de "infinito" é no momento um mero adjetivo. O conjunto N é infinito.
Georg Cantor introduziu, em 1874, o sequinte conceito de enumerabilidade.

Definition 1.9. Um conjunto X é enumeravel, ou contdvel, se existe uma bijecao X < N.

Exemplos: Os sequintes conjuntos de niimeros sdao enumeraveis:
(i) nameros pares 2N = {2,4,6,8,10,...,2n,...}. A bijecdo é dada por f : N — 2N, onde
f(n) = 2n.
(it) Os multiplos de um niimero inteiro k definem o conjunto enumerdvel kN.
Decorre da multiplicacao de nimeros inteiros a operacao de potenciacdo. As poténcias de
2 séo
n vezes

—
2,22=22,22=222,...,,2"=22...2

n vezes

—
Definition 1.10. Seja k € N. Dizemos que o nimero k" = k.k...k é uma poténcia de k com
expoente n.

A poténcia de um numero k tem as sequintes propriedades:
(i) k° = 1 (sobre N, essa propriedade tem que ser assumida);

(i) k™.k" = km+n

4.1. Ordem.

Uma outra propriedade importante do conjunto N é a existéncia de uma ordem. Definimos
uma ordem em N de acordo com os sequintes conceitos: lembrando que todo numero natural
pode ser escrito como a soma de 1.
¢ Menor que ®: Considera-se o numero m um nimero menor que o numero n quando m cor-
responde a uma quantidade inferior a n. Nesse caso indicamos que m < n. Exemplos: 4 é
antecessor de 5, enquanto que 3 é antecessor de 4. O niimero 2 é o que antecede 3 e 1é o0
antecessor de 2. Ja o 0, que nao possui antecessor natural, é o nimero que antecede 1, ou
0<1.
¢ Maior que ®: Considera-se o nimero n um nimero maior que o nimero m quando n corresponde
a uma quantidade superior a m. Nesse caso indicamos n > m. Exemplos: 1 é o sucessor de 0,
enquanto que 2 é o sucessor de 1. O numeral 3 é o que sucede 2 e 4 é o0 que sucede 3.

Dessa forma, temos que o sinal de < estabelece a ordem crescente

0<1<2<3<4<bH<b6<7<8<9<10---<107<---<1010101 < ...
e o sinal de > estabelece a ordem decrescente
> 100107 > --->67>--->10>9>8>7>6>5>4>3>2>1>0.

Os sequintes simbolos sao frequentemente usados para comparar quantidades ou niimeros:
e m < n quando queremos dizer que m é "menor ou igual' a n.

e n > m quando queremos dizer que n é "maior ou igual' a m.
Estabelecemos o sequinte principio :
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Principio 1.1 (da Boa Ordem - PBO). Todo subconjunto X C N possui um elemento a tal
que para todo x € X temos que x > a. Dizemos que a é o minimo de X.

Principio da Boa Ordem - Todo subconjunto X C N possui um elemento a tal que para
todo x € X temos que x > a. Dizemos que a é o minimo de X.

4.2. Numeros Primos.

Dizemos que um nimero n€ N é multiplo de um nimero k€ N se existe um nimero me N
tal que n=km. Nesse caso, dizemos que m é um divisor de n. A cada numero kK € N podemos
atribuir o conjunto kN cujos elementos sdo os multiplos de k, assim,

kN = {kn | n € N}. (1.10)

Exemplos:
(i) Numeros pares: 2N = {2,4,6,8,10,12,... }.
(i) 3N ={3,6,9,12,15,18,... }.

Para qualquer niumero n€ N é natural perguntar quem sdo os seus divisores, ou fatores. A
expressao n=km é uma fatoracdo de n. Assim, surge uma classe especial de numeros naturais
chamados de niimeros primos, os quais se distingue por ndo terem divisores além de 1 e de si
proprio, ou seja, p é primo se e somente se a Unica fatoracdo que admite é p=1.p. Veja que
12=2.6=3.4=2.2.3 néo é primo.

Definition 1.11. Um nimero pe N ¢é dito ser primo se p ndo possui divisores, exceto 1 e p,
caso contrario dizemos que p é um nimero composto. Considere P = {p € N | p é primo} o
conjunto dos niimeros primos.

Exemplos: Os niimeros primos menores do que 50 sao:
2,3,5,7,11,13,17,23,29,31,37,41,43, 47.

E claro, todo nimero natural é ou primo ou composto. Caso n seja composto, entdo podemos
fatora-lo em n=p.a, onde p é primo e a < n. Os numeros primos tem papel de destaque no
estudo dos numeros, por exemplo pelo papel que desempenham no Teorema Fundamental da
Aritmética que abordaremos neste Capitulo. Euclides demonstrou em sua livro Elementos que
o conjunto P dos numeros primos é infinito. Para provarmos essa afirmacdo suponhamos que
P = {p1.p2,--.,pn} € finito e tem n elementos. Agora, consideramos o produto P = p1p,...p,
e o nimero N =P + 1. Como N ¢ P, seque que’ existe um p, € P e k € N tal que N = k.p,.
Nesse caso, temos que

1=(N+1)—=N=kp,— k'p, = (k—K)pe

Como 1 ndo tem divisores, ndo fatora, seque que essa equagao nao tem solugdes em N. Logo, N
ndo pode fatorar, ou seja, N € P. Portanto, o conjunto P nao pode ser finito, consequentemente,
‘P tem que ter um numero infinito de elementos.

Existem diversas questdes a respeito dos nimeros primos que sao simples de serem enunci-
adas e que ainda ndo sabemos resolver. Determinar quando um nimero é primo é um trabalho

’De certa forma, aqui estamos usando a fatoracdo em nimeros primos.
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muito arduo, pois nao se conhece um algoritmo rapido. O maior niimero primo conhecido até
novembro de 2022 é
282589.933 _ 1

e fonte: faca uma busca na internet com o titulo largest prime number.
Pierre de Fermat conjecturou que o nimero 4294967297 seria primo. Leonhard Euler provou
em 1732 que

4294967297 = 641.6700417.

Um método antigo para fazer uma lista de numeros primos é conhecido como o Crivo de Er-
atdstenes. Se existe um niimero primo p tal que N < p?, entdo devemos testar se N é divisivel
pelos niimeros primos menores do que p. Por exemplo, temos que 473 < 232 = 529. Ao verificar-
mos se algum dos primos 3,5,7,1,13,17,19, 23 divide 473 obtemos que 473 = 11.43, logo néo
é primo. O Crivo® é um método exaustivo de construir uma tabela de nimeros primos inferiores
a um determinado nimero N.

4.3. Principio da Indugao Finita.

O fato dos niimeros naturais serem muito associados aos processos de contagem, surgem
situacdes nas quais verificamos que uma afirmacao é verdadeira para um niimero n de passos e
gostariamos de saber se ela é sempre verdadeira, isto é, para um numero qualquer de passos.
Por exemplo:

(1) uma pessoa joga uma moeda n vezes para o alto e ela cai n vezes com a face da cara para
cima. Se ela jogar a moeda mais uma vez entdo a moeda caira com a face da cara para cima?
(i) Ao somarmos os numeros naturais de 1 a n pela férmula

S(n):%n(n+1) (1.11)

verificamos que ela sempre da a reposta certa. Podemos concluir que ela vale para todo ne N?
Vamos deduzi-la observando que a soma de cada uma das colunas abaixo

)=1 + 2 + 3 4+ 4 4+ .4+ (n=2) + (n=1) + n
Sm=n + (n—=1) + (n—-2) + Nn-=3) + ... + 3 + 2 + 1

é igual a (n+1). Como existem n termos concluimos que S(n) dada pela Equacdo ??. Essa de-
dugao implica que a férmula é verdadeira para todo n? Tudo indica que sim, pois ao adicionarmos
o termo (n+1) temos que

5(n)+(n+1):(n+1)(g+1):%(n+‘|)(n—|—2):S(n+1).

Existem situagdes, como no Tridngulo de Pascal abaixo, no qual observamos diversas identidades
que gostariamos de ter certeza se sdo verdadeiras para todos n e k; por exemplo:

O (2) + (:5) = (59)

8Crivo significa peneira.
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i (o) + (1) + G+ + () =2"
k] 01 2 3 4 5 n
0 1
111
2 1 2 1
3001 3 3 1
4 1 4

no (o) () G B () () - (D)
Vamos enunciar o sequinte principio;

Principio da Indugdo Finita (PIF) - Seja P(n) uma afirmagdo enunciada que descreve uma
propriedade sobre um nimero natural n maior ou igual a um némero natural ng fixado. Se as
sequintes condicoes C1 e C2 abaixo forem verificadas:
C1: P(ng) é verdadeira (ou seja, vale a propriedade para ng).
C2: A afirmagao P(n) implica que a afirmagao P(n+1) é verdadeira, isto é P(n) = P(n + 1)
para todo n > no.
Entdo, a afirmacao P(n) é verdadeira para todo n > ng.
Exemplos:
(1) P(n):Asoma S(n) =14+2+3+4+---+(n—1)+n é igual a
é verdadeira para todo ne N.
(2) Mostre que P(n):2" > n é verdadeira para todo ne N.
vamos verificar as condicoes C1 e C2 descritas acima. Seja np = 1.
C1: Para ng = 1 temos que P(1) afirma que 2>1, logo P(1) verdadeira.
C2: Suponhamos que 2" > n seja verdadeira. Dessa forma,

2" =2"2>n2>n+1.

”("TH). J& mostramos que P(n)

Portanto, P(n) = P(n + 1).

(iit) Defina numero natural 'fatorial de n" por n! =1.2.3.4...(n —1).n. Mostre que a afirmacao
P(n):2" < n! é verdadeira para todo ne N. Seja ng = 3.

C1: Para ng = 4 temos que P(1) afirma que 2* = 16 < 24, logo verdadeira.

C2: Suponhamos que 2" < n! seja verdadeira. Segue que

2" =2"2 < (n).2<nl(n+1)=(n+1)

Portanto, P(n) = P(n + 1).
O PIF é aceito como um Axioma dos nimeros inteiros.

4.4. Teorema Fundamental da Aritmética (TFA).
O sequinte Teorema é um dos pilares da Teoria de numeros.

Teorema 1.3 (Fundamental da Aritmética (TFA)). Todo nimero natural n € N admite uma
decomposicdo em fatores primos. Além disso, a fatoragdo é tnica.

ProoF. Inicialmente, obteremos uma lista L = {p4, p2,...,px} C P de nimeros primos e de
numeros naturais ¢, 4, ..., ¢ tais que

n= p?.p?...pﬁk. (1.12)
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Além disso, a fatoracao obtida é unica. Em sequida, aplicaremos o Principio da Indugao Finita.
Considere a afirmacao

P(n):Todo nimero natural n € N uma fatoracdo em nimeros primos e a fatoracdo é unica

Para obtermos uma fatoracdo de n, procedemos como seque: suponhamos que n > 2 e seja D(n)
o conjunto dos divisores de n. Pelo PBO ??, o conjunto D(n) tem um minimo p; € D(n), que
é o menor dos fatores de n. Assim, temos que n = py.n;. O nimero p; tem que ser primo, pois
ndo pode admitir divisores diferentes de 1 e de py; caso contrario, p; poderia ser fatorado em
p1 = g1.m, da onde concluimos que g4 é o minimo de D(n), o que contradiziria a construgdo de
p1. Agora, aplicamos o mesmo raciocinio para o nimero n; e concluimos que ni = p.n,, onde
p2 tem que ser primo. Obtemos que n = py.p2.ny, onde p; e p2 sdo primos. Esse processo sessa
apos um nimero de passos, uma vez que toda fatoracdo de n tem um ndmero finito de fatores.
Logo, seque que n = pq.p2...ps onde pq,p2, ..., pr € P. Pode ocorrer que alguns dos nimeros
primos p;, 1 < i < t, sejam repetidos, logo n = pfﬂpﬁz . ..pﬁ", onde k < t e ¢ > 1 para todo
1 < i < k. O fato da fatoracao ser tnica seque da simples observacdo de que se houvessem
duas listas de ntmeros primos Ly = {p'...p¥} c P L, = {q%...q*} C P definindo fatoracées
distintas para n, digamos que

N =pipy .. = qiq3 . a, (1.13)
entdo chegariamos a um absurdo. Basta observar que decorreria dessa igualdade que algum
primo da lista p; € Ly teria que dividir um primo da lista q; € L, 0 que sé ocorreria se p; = 1
ou p; = q;. Logo, a fatoracao obtida é Unica. Agora, reformularemos a afirmagao P(n);

P(n): Todo nimero n € N admite uma fatoracdo Unica em numeros primos n = p?.pgz...pik,
onde ¢; > 1 para todo 1 < i < k.

Para aplicarmos o PIF precisamos verificar as condicoes C1 e C2.

C1: P(1)=1 é verdadeira.

C2: P(n) = P(n+1).

Vamos verificar C2. Temos duas possibilidades:

(i) n+ 1 € P; nesse caso seque que P(n+1) é verdadeira e a demonstracdo esta concluida.
()n+1T=rs,onder<n+1es<n+1. Aplicamos a condicao P(n) aos nlimeros naturais r
e s para obtermos que

_ .4 12
r=a;...a'

_ 06 &
S_bm1 bmk/}:n_p1 pzpk
- k/ DY k/

onde para cada 1 < i < k temos que p; = a; ou p; = b;, para algum 1 < j < k, k’. Portanto,
P(n) = P(n +1). Portanto, seque que todo numero inteiro admite uma fatoracao Unica em
numeros primos. U

De acordo com o Teorema TFA ??, dado um niimero N € N existe uma lista, que é Unica, de
nimeros primos L = {p1,p2,...,px} C P e nimeros naturais ¢1, 65, ..., ¥ tais que
N = pi'.ps...pe-
4.5. Algoritmo da Divisao.
4.6. MDC - Maior Divisor Comum.
4.7. MMC - Menor Multiplo Comum.
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5. Nuimeros Inteiros Z

Na busca por um conjunto mais adequado para estudar equagdes do tipo ax+b = ¢, obtemos
uma extensao do conjunto N dos niimeros naturais dada pelo conjunto dos numeros inteiros Z;

Z={...,—n,..., -9,-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, ..., n,...}

Em termos de quantidade, temos que a quantidade (-n) se refere a subtracdo, isto é, retire 3
macas da cesta com 5 magas e diga quantas ficaram: ficaram 5+(—3) = 2. Algumas quantidades
tem uma natureza negativa intrinseca, por exemplo o dinheiro: se Jodo deve R$200 para a Joana
podemos dizer que o saldo do Jodo devido a divida com a Joana é de -R$200. Desta forma, a
equagao 2x +5 = 1 tem solugdo x = —2 € Z. Observamos que com a introdugdo dos inteiros
algumas equacoes do tipo ax + b = ¢ passam a ter solugao, mas ndo todas. Por exemplo, a
equacao 3x=8 nao tem solucdo x € Z.

Os inteiros herdam as operagoes de adicao e multiplicacao definida sobre os numeros nat-
urats.
Propriedades da adigao: + :Z x Z — Z, (m,n) - m +n
(i) associatividade: (n+m)+p=n-+(m+p);
(ii) elemento neutro: n+0=0+n=n
(iit) elemento inverso: para todo n € Z existe um elemento (—n) € Z tal que

ne+ (=) = (=n) + n;

(lv) comutatividade: n+m=m+n

Propriedades da multiplicao - : Z x Z — Z, (m,n) = m-n = mn
(1) associatividade: (nm)p=n(mp);
(it) elemento neutro: n1=1n=n;
(iit) comutatividade: nm=mn;
(iv) se nm =0, entao ou n =0 ou m = 0;
(v) distributividade: n(m + p) = nm + np.
Seque das propriedades acima que:
(1) On = 0 para todo n € Z.
(it) (=1).1 = -1, logo n + (—n) = n —n =0, para todo n € Z.
Sobre os inteiros temos propriedades suficientes que nos permitem demonstrar essa afirmacao;
veja que
0+0=0 = 20=0,
2(a0.0)=0a.(20)=a0 = 200—-ad0=0ad0—-a0=0 = a.0=0

Observe que a propriedade (iv) da multiplicacdo temos que assumir. Ela nos permite cancelar
termos nas equacoes, isto é, se n # 0, entdo

nm=np = nm—p)=0 (:w>) m=p,
ouseja,nfi=np = m=p
Segue que temos que nao existem divisores de 0 em Z.

Proposicao 1.3. Sejam n,m € Z. Entédo (—1)(—1) = 1.
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Assim como no conjunto N dos nimeros naturais, também temos uma ordem definida no
conjunto Z dos inteiros. Temos que:
- m é menor do que n, e indicamos por m < n, se e somente se 0 < n — m.

’

- n é maior do que m, e indicamos por n > m, se e somente se n —m > 0.

6. Numeros Naturais Racionais Q

Os nlUmeros racionais surgem naturalmente uma vez que os naturais e os inteiros tenham
sido definidos. No processo de contagem é natural perguntarmos quanto vale a metade de certa
quantidade N, o que denotamos por % Um exemplo mais geral seria perguntar quantos pedacos
de maca receberia cada pessoa se existem 5 magas e 3 pessoas. Dividir uma quantidade é algo
natural em diversas situagoes, mas nao é o mesmo que contar. Na medicao de terrenos entre
herdeiros podemos adotar dividir a drea do terreno pelo numero de herdeiros ou dividir o valor
do terreno pelos herdeiros. Dessa maneira, obtemos fracoes de quantidades.

Definition 1.12. Uma fracdo de um nGimero natural N é representada por §N, onde p,qg € N.

7. Sequéncias |

8. Criptografia |
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